
Нестандартнaые методы решения задач
1. Анализ области определения функций, входящих в уравнение.
2. Исследование  множества  значения  функции,  нахождение  наибольшего  и 

наименьшего значения функции и использование ограниченности функций.
3. Исследование монотонности функции.
4. Использование известного неравенства между средним арифметическим и средним 

геометрическим положительных чисел (равенство Коши)
a
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2
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k
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k a≻0, где 

5. Использование суммы двух взаимно-обратных чисел
x+1

x
≥2 x≻0. x+1

x
≤2 x≺0, при , при .

6. Тригонометрическая подстановка.
1. Анализ области определения функций, входящих в уравнение

1. Решите уравнение.
x

2
-x-2=log

2
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4
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Это уравнение решается путем исследования области определения уравнения. Так 
как система неравенств не имеет решения, то уравнение не имеет корней.

Ответ: Уравнение имеет корни
2. x

2
-6x+9+ log

1
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2
x

2
-4x+4 =0Решите уравнение. 

x
2

-6x+9≥0 log
1
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2
x

2
-4x+4 ≥0Так как  и , то эти корни должны равняться нулю. Если 

эти корни равны нулю, то их сумма будет равна нулю.
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2
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2
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x=3Ответ: 

3. (log
1
7

x-1)
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+(x-2)
2

≻0Решите неравенство. 

(log
1
7

x-1)
2

(x-2)
2Так  как  сумма  положительна  получим,  что   и   положительны,  то 

log
2

x-1≠0 x-2≠0 x≻0 и 
x∈(0;2)∪(2;∞)Ответ: 

4. 8-x
2

-2x+ x-2= 2x+6,8Решите уравнение. 

  –x
2

-2x+8≥0 Рассмотрим систему неравенств 
x-2≥0 

    2x+6,8≥0
x=2Решение системы является 

x=2Ответ: 
5. x-3+ 5x-x

2
-6+ 2x+3=3Решите  уравнение.   рассмотрим  область  определения 

уравнения. Получим систему
x-3≥0                                         x≥3 



5x-x
2

-6≥0                            (x-3)(x-2)≤0 
x=3Решение системы 

x=3Ответ: 
6. x-4+ 3-x4 =2Решите уравнение. 

x-4≥0            x≥4Область определения уравнения 
3-x≥0            x≤3                                                        

Данная система не имеет решения.
Ответ: уравнение не имеет решения.

2. Использование множества значений функции
При  решении  уравнений  рассмотрены  ограниченность  функций,  входящих  в 

уравнение, и оценка левых и правых частей уравнения.
1. sin πx

2 3
=x

2
-2 3+4Решите уравнение. 

Чтобы решить это уравнение, надо оценить левую и правую части.
-1≤sin πx

2 3
≤1Оценка левой части: 

Оценка правой части: Выделим полный квадрат
x

2
-2 3x+4= x- 3

2
+1≥1

x- 3
2

+1=1 x= 3Оценка показывает, что  при 

x= 3Ответ: 

2. x
4

+5×4
x
+4x

2
×2x

2
-2×2

2
+1=0Решите уравнение. 

Для того, чтобы решить уравнение, надо выделить полный квадрат.

(x
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+2×2
x
)
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+ 2
x
-1 =0 заметим, что
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+2×2
x
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2

≥0 2
x
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≥0 и 
Если их сумма равна нулю, то они оба будут равны нулю.
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Решив уравнения убедимся, что уравнение не имеет решения.
Ответ: Не имеет решения.

3. sin x
3

+2x
2

+1 =x
2

+2x+3Решите уравнение. 
Чтобы решить данное уравнение, надо оценить левую и правую части уравнения.

-1≤sin x
3

+2x
2

+1 ≤1Оценка левой части: 
Оценка правой части: Выделим полный квадрат.
x

2
+2x+3= x

2
+2x+1 +2=(x+1)

2
+2 (x+1)

2
+2≥2 оно будет ,

Оценка  правой  и  левой  частей  уравнения  показывает,  что  уравнение  не  имеет 
решения.
Ответ: Уравнение не имеет решения.

4. 2
x (x-2π)

2

=cosx .Решите уравнение. 
Также оценим правую и левую части уравнения.
0≤cosx ≤1 cosx ≤1 -1≤cosx≤1, т.к. модуль  и 

2
x (x-2π)

2

≥1
Поэтому равенство будет иметь решение только тогда, когда

2
x (x-2π)

2

=1.
Преобразуем наше уравнение 



2
x (x-2π)

2

=2
0

x
1

=0                                                                                         

x (x-2π)
2

=0                     x
2

=2π

Проверим наши корни, подставив в первоначальное равенство:
cos 0 =1
cos2π=1

Оба корня будут решениями уравнения
x

1
=0Ответ: 

x
2

=2π             

5. sinπx=4x
2

-4x+5Решите уравнение. 
Оценим обе части уравнения

-1≤sinx≤1 -4≤sinπx≤4т.к. , то 
Для  того,  чтобы  оценить  правую  часть,  надо  выделить  полный  квадрат 
4x

2
-4x+5= 2x-1

2
+4≥4

(2x-1)
2

+4≥4    2x-1
2

=0     x=1
2

Решим неравенство: 
4sinπx=4
sinπx=1

sinπ
2

=1 x=1
2

Проверив корень  корень  будет решением уравнения

x=1
2

Ответ: 

6. 4x-x
2

-3 ×log
2

1+cos
2

πx =1Решите уравнение. 
Приведем уравнение к виду:

log
2

1+cos
2

πx = 1

4x-x
2

-3

Надо оценить левую сторону
0≤cos

2
x≤1

0≤log
2

(1+cos
2

πx)≤1

1

4x-x
2

-3

= 1

1-(1-x)
2

Оценка правой части 

Наибольшее значение этого выражения единица.
1

1-(1-x)
2
=1 x=2Решим уравнение  корень уравнения 

x=2Ответ: 
7. 4x +9π

2

x
-sinx =12π-1 x≠0Решите  уравнение.   при   упростив  уравнение,  получим 

(2x -3π)
2

x
=(2

x
- 3π

x
2
)

2
=sinx -1выражение  левая часть уравнения больше и равно нуля, а 

x≠0 2x-3π=0правая часть меньше и равно нуля при  решим уравнение  и получим 
x=±3π

2

x=±3π
2

Проверив, убедились  является корнем уравнения.

x=±3π
2

Ответ: 

8. sin
2

x-sin
4

x + ( x
2

+1

x
2

-π
2
)

2

≻0Решите неравенство. 

a
2

=aУчитывая, что  получим



sin
2

x-sin
4

x + x
2

-π
2

x
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≻0

sin
2

x-sin
4

x ≻0    x
2

-π
2

x
2
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≻0

sin
2

x-sin
4

x ≻0    sin
2

x-sin
4

x≠0
1+x

2
≠0 x≠π  x≠-πпри  получим 

(-∞;-π)∪(-π;π)∪(π;∞)Ответ: 
9. cos

2
xsinx =1+log

5

2Решите уравнение 

0≤cos
2

(x×sinx)≤1Оценим левую часть уравнения 
log

5

2
x

2
+x+1≥0 1+log

5

2
x

2
+x+1≥1Так как , то 

log
5

2
x

2
+x+1=0 x

2
+x+1=1 x=0 x=-1Решим уравнение  получим  получим  и  проверив, 

убедимся, что 
x=0Ответ: 

10. sinπx=x
2

+5
4

-xРешите уравнение. 

-1≤sinx≤1Воспользуемся  ограниченностью  функций  ,  а  правая  часть  уравнения 
x

2
+5

4
-x= x-1

2

2
+1≥1

x=1
2

Уравнение  имеет  решение  при  после  проверки убедились,  уравнение  имеет 

x=1
2

решение. Корень уравнения 

11. 2cosx=2
x
+2

-xРешите уравнение. 
Левая часть данного уравнения не превосходит 2, а правая не меньше 2

2cosx≤2
2

x
+2

-x
≥2

Следовательно, равенство может иметь лишь при условии, то правая и левая части 
x=0равны 2, т.е. 

12. x
3

-x-sinπx=0Решите уравнение. 
y=sinπxНайдем нули функции 

y=x
3

-x=x x-1 x+1
sinπx=0  πx=πn  x=π

x x-1 x+1 =0    x
1

=0,   x
2

=1,   x
3

=-1,

x=0 x=±1Проверив, корни получим ответ , 
13. x×2

x
=8Решите уравнение. 

y=2
x

y=8
x

Чтобы решить уравнение, надо рассмотреть функции  и  построим графики 

x=2этих функций и точка пересечения  является решением уравнения.
14. 2

- x-2
log

2
4x-x

2
-2 =1Решите уравнение. 

log
2

4x-x
2

-2 = 1

2
- x-2

log
2

(2-(x-2)
2

)≤1 1

2
- x-2

=2
x-2

≥1 оценим обе части уравнения и .

log
2

2- x-2
2

=1 x=2 x=2Решим  уравнение   получим  .  Проверив,  данный  корень  , 
x=2убедились  является решением уравнения.

15. log
2

1+ x
4

+x
2

+log
2

1+x
2

=0Решите уравнение. 

log
2

1+ x
4

+x
2

≥0 log
2

1+x
2
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Если их сумма равна нулю, то каждое слагаемое равно нулю



log
2

1+ x
4

+x
2

=0 log
2

1+x
2

=0 

x=0 x=0Решив уравнения, получим корни уравнения . Ответ: 
16. sin

4
x+cos

4
x=1Решите уравнение. 

sin
4

x+cos
3

x≤sin
2

x+cos
2

x=1 sin
4

x≤sin
2

x  cos
3

x≤cos
2

x так, как 
sin

4
x+cos

3
x≤1 sin

4
x=sin

2
x  cos

3
x=cos

2
x. Решим систему 

x=π
2

+πk x=2πkКорни уравнения  и 

17. Решите уравнение.
cosπx+x

2
-6x+10=0 

-cosπx=x
2

-6x+10 
Оценим обе части уравнений
x

2
-6x+10=1+(x-3)

2
≥1 

-1≤cosπx≤1 
1+(x-3)

2
=1 x=3Уравнение имеет решение только при  корень уравнения 

x=3После проверки убедились  является решением уравнения.
3. Использование монотонности функции

1. 3
x
+4

x
=7

xРешите уравнение 
x=1Данное уравнение имеет очевидное значение . Докажем, что других решений нет.

7
x

(3
7

)
x
+(4

7
)

x
=1Поделим обе  части  на  ,  получим .  Левая  часть  представляет  собой 

монотонно убывающую функцию. Следовательно, каждое свое значение она принимает 
один раз, т.е. данное уравнение имеет единственное решение.

x=1Ответ: 
2. log

π
cos

2
x =x

4Решите уравнение
это уравнение решается методом оценки левой и правой частей.

0≺cos
2

x≤1
log

π
cos

2
x≤0

log
π

x

x
4

≥0
x=0Поэтому уравнение имеет решение при .

3. x
x
=

2

2
Решите уравнение. 

y=x
x

y=(e
lnx

)
x

=(e
x
)

lnx

Найдем производную функции.

y
'
= e

x
lnx

=e
xlnx 

xlnx
'
=x

x
lnx+1 . 

0;1
e

x=1
4

На  убывает и имеет не более одного корня .

1
e
;∞  y=x

xНа промежутке  возрастает.

x=1
2

На этом промежутке имеет корень .

 x=1
2

Ответ: .

4. x
log

2
9

=x
2

*3
log

2
x
-x

log
2

3Решите уравнение. 
Используя свойства:
a

log
b

c
=c

log
b

a 
9

log
2

x
=3

log
2

x
(x

2
-1) 



1:3
log

2
xЭто выражение 

3
log

2
x
= x

2
-1

log
2

x=y
x=2

y
   x

2
=4

yЗаменим  Тогда 

3
y
-4

y
=-1 

-3
y
+4

y
=1 

4
y
-3

y
=1 

y=1Равенство верно при . Найдем x
x=2

y
=2

x=2Ответ: 
4. Использование известного неравенства между средним арифметическим и 

средним геометрическим. 
(Неравенство Коши)

a
1

+a
2

+…a
n

n
≥ a

1
*a

2
*…*a

n
n

a≻0
a

1
=a

2
=…=a

n
Равенство допускается при 

1. x
2

+1-1+ x-x
2

+1=x
2

-x+2Решите уравнение. 

(x
2

+x-1)×1≤1+(x
2

+x-1)
2

 

(x-x
2

+1)×1≤1+(x-x
2

+1)
2

 

1+(x
2

+x-1)
2

+1+(x-x
2

+1)
2

=x+1

a+b
2

≥ abМы воспользуемся формулой: 

(x
2

+x-1)×1≤x
2

+x
2

(x-x
2

+1)×1≤x-x
2

+2
2

 и 

получим, что левая часть уравнения
x

2
+1-1+ x-x

2
+1≤x+1

а правая часть уравнения
x+1≥x

2
-x+2

Из этих сравнений получим
x

2
-x+2=x+1 x=1, где 

 x=1Ответ:
2. x-2+ 4-x=x

2
-6x+11Решите уравнение. 

(x-2)×1≤x-2+1
2

(4-x)×1≤4-x+1
2

x-2+1
2

+4-x+1
2

=2

x-2+ 4-x≤2             x
2

-6x+11≤2

x
2

-6x+11=2 x=3Получим уравнение  Корень уравнения 
 x=3Ответ:

3. 2
x

6

+2
x

2

=2
x

4
+1Решите уравнение.  Воспользуемся

2
x

6

+2
x

2

≥2 2
x

6

×2
x

2

=2×2
x

6
+x

2

2  

2
1+x

6
+x

2

2 =2
x

4
+1 



2
x

6

+2
x

2

=2
1+x

6
+x

2

2Получим уравнение 

2
1+x

6
+x

2

2 =2
x

4
+1

x
6

-2x
4

+x
2

=0И , решив уравнение 
x=±1 x=0Получим корни  и 

x=0После проверки получим корень уравнения 
 x=0Ответ:

5. Использование суммы двух взаимно обратных чисел
x+1

x
≥0

x≻0 x=1 x+1
x
≤-2     Равенство достигается при ; 

x≺0                                                                                  и
x=-1Равенство достигается при 

1. 2
x

2
+1

=1-x
8Решите уравнение. 

Оценим левую и правую части уравнения
y=1-x

8 

2
x

2
+1

≥2 
x

2
+1≥1 

y=2
x

2
+1Построим графики функций 

y=1-x
8

    2
x

2

+1≥1 1-x
8

≤1 и  графики функций не имеют общих точек. Уравнение не 
имеет решения.

2. 4x
2

+4x+17= 12

x
2

+x+1

Решите уравнение. 

x+1
2

2
+4= 3

x
2

+x+1

упростив, уравнение получим 

x+1
2

2
+4≥4 3

x+1
2

2
+3

4

≤4 x+1
2

2
=0  x=-1

2
Оценим обе части уравнения  и  отсюда следует 

 6. Тригонометрическая подстановка
Рассмотрим задачи,  при решении которых используется в определенном смысле 

обратный  прием,  т.е.  некоторые  алгебраическое  выражение,  заменяется 
тригонометрическим.

1. m
2

+n
2

=1, p
2

+q
2

=1, mp+nq=0 mn+pqИзвестно, что . Вычислить 
m

2
+n

2
=1, p

2
+q

2
=1 α βПоскольку , то существуют  и ,

m=cosα, n=sinα, p=cosβ, q=sinβчто  тогда
mn+pq=cosαcosβ+sinαsinβ=cos(α-β)

mn+pqТеперь выражение  запишем так:
cosαsinα+cosβsinβ=sin(α+β)

Примеры:
1. Решите систему уравнений.

x
2

+y
2

=1, 4xy 2y
2

-1 =1 
x

2
+y

2
=1 x=sinα  y=cosα α∈0;2πтак как  то , где 

4sinαcosα 2cos
2

α-1 =1    sin4α=1  α=π
8

+πk
2

,  k∈Z 

0;2π π
8

,5π
8

,9π
8

,13π
8

В промежутке  попадают числа  для каждого числа вычислим x и y 

получим следующие корни.
x=

2∓ 2

2
     y=

2± 2

2
 



x=
- 2∓ 2

2
     y=

- 2± 2

2
 

2. 1-x
2

=4x
3

-3xРешите уравнение 
x ≤1 
x=cosα,
α∈0;π  
приходит к уравнению

1-cos
2

α=4cos
3

α-3cosα 

sinα =cos3αОтсюда 
a∈0;π    sina≥0,так как при 

sina=cos3aИмеем 
a=3π

4
+πn 

π∈z 
a=π

8
+πk

2
 

k∈z 
π
8

,5π
8

,3π
4

 

0≤a≤π ±
2± 2

2
x=-

2

2
принадлежат  подставка в х получим ответ: , или 

3. Решите уравнение.
8x 1-2x

2
8x

4
-8x

2
+1 =1 

8x
4

-8x
2

+1 =8x
2

x
2

-1 +1 ≥1, 
8x(1-2x

2
)(8x

4
-8x

2
+1) ≥8 

x=cosa,
a∈(0;π) 
8cosa 1-2cos

2
a 8cos

4
a-8cos

2
a+1 =1 

0≺a≺π 
Решив систему получим
a=2πk

9
, 

k∈z, 
a=π

7
+2πn

9
, 

n∈z 
0≺a≺π 

x=cos2π
9

Ответ: 

x=cos4π
9

Или 

x=-1
2

Или 

x=cos8π
9

Или 

x=cosπ
7

Или 

x=cos3π
7

Или 

x=cos5π
7

Или 
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Варианты экзаменационной работы

Вариант 1.
1. x+8

x
≤6Решите неравенство 

2. 2
x
+ 10

x
2

-2x

=1+2x
x-2

Решите уравнение 

3. 4x+3 ≻5Решите неравенство 
4. 1

2
128+3 2+2 72Упростите выражение 

5. y=x
2

=4x-5Найти координаты вершины параболы 
6. x

y-x
- x

y+x
⋅(x+y)

2

2x
2

Упростите выражение 

7. (3 12+2 3)
2

Вычислите 

8. 5
8

+ 7
12

⋅ 323
58

-2 9
58

Вычислите 

9. x
n

= n+1
3n+2

5
12

Укажите номер члена последовательности  равного 

10. Составьте формулу п-го члена арифметической прогрессии 2, 5, 8, 11, …
11. Ученик за 3 общие тетради и 2 карандаша уплатил 66 коп. Другой ученик за такие же 

2 общие тетради и 4 карандаша уплатил 52 коп. Сколько стоила общая тетрадь и 
сколько стоил карандаш?

12. Найдите расстояние между точками А (1;1) и В (4;5)
13. Постройте график уравнения 2х+3у=6
14. Напишите уравнение окружности с центром в точке А(1;2) и радиусом 3
15. y=x

-5Какая из точек А (0;0) и В (-1;-1) принадлежит на графике функции 


