
Глава 2.3. Стационарные состояния взаимодействующих частиц.

В предыдущей главе рассматривались взаимодействия частиц, сопровождающиеся передачей энергии
между ними. Однако при стационарных внешних силовых полях такой обмен энергией в пределе доста-
точного временного интервала прекращается и распределение вещества частиц по энергии (материальным
полям) становится стационарным.

Прежде всего, определим условия, при которых нелокальные материальные объекты, которыми явля-
ются квантовые частицы, не передают энергию друг другу. Первый, очевидный, случай имеет место при
локализации вещества частиц в областях пространства, достаточно удалённых друг от друга, чтобы пре-
небречь влиянием классического силового взаимодействмя между ними1. Последнее условие достижимо
если:

– вещество частиц находится в связанных состояниях; пространственные плотности меры вещества
материальных полей, в которых содержится вещество квантовых частиц экспоненциально спадают за
пределами локальных областей пространства, энергетически доступных для частиц (отсутствует взаимо-
действие между материальными полями);

– вещество частиц локализовано в различных областях пространства вследствие суперпозиции беско-
нечных материальных полей (удалённые волновые пакеты свободных частиц).

Первый случае тривиален. Он означает отсутсвие какого-либо взаимодействия между любыми эле-
ментами сплошных сред частиц. Во этом случае взаимодействие между отдельнымии материальными
полями имеет место, но суммарное воздействие всех полей одной из частиц на любое из полей второй рав-
но нулю, то есть силовое взаимодействие между фрагментами сплошных сред частиц существует, однако
его результат «уравновешивается» при суммировании по всем фрагментам. Очевидно, что при наруше-
нии этого равновесия локальным нелинейным воздействием на одну из частиц (например измерительным
прибором), состояние второй немедленно будет изменяться, то есть таке стационарные состояния явля-
ются запутанными2. В обоих случаях суммарное силовое воздействие на вещество каждой из частиц со
стороны второй равно нулю, что формально выражается в равенстве нулю ε̇±(ε) ≡ 0 для каждой из ча-
стиц(см. гл 2.2). Тогда согласно уравнениями динамики взаимодействующих частиц (9) распределения
вещества частиц по энергии |a(ε)|, |b(ε)| не зависят от их взаимодействия и, в случае стационарных полей
классической потенциальной энергии частиц, не зависят и от времени3. В этом случае волновые функции
частиц сохраняются.

Однако уравнения динамики взаимодействующих квантовых частиц (9) допускают ещё одну возмож-
ность сохранения состояний квантовых частиц и при ε̇± ̸= 0, то есть в условиях силового взаимодействия
между ними4. Рассмотрим систему, состоящую из двух взаимодействующих частиц a и b. Их стационарные
состояния при ε̇±a,b(εa,b) ̸= 0 характеризуются зависимостями a(ε) и b(ε), удовлетворяющими условиям

1Далее, для простоты вычислений, будет идти речь о двух взаимодействующих частицах и, затем, результат будет обоб-
щён на их произвольное число.

2Нелокальные взаимодействия частиц в запутанных состояниях будут рассматриваться в последующих главах
3Требование стационарности не ограничивает общности подхода к изучению взаимодействия, поскольку мгновенное фор-

мирование структуры материальных полей и распределения вещества по ним при изменении потенциальной энергии, позво-
ляет всегда определить промежуток времени, в течении которого, классическое силовое поле можно положить неизменнным.

4Несмотря на наличие некоторой аналогии, в данном случае речь идёт о сохранении динамических состояний частиц, а
не о статистическом термодинамическом равновесии.
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

∂|a±(εa)|
∂t

± ∂

∂εa

(
|a±(εa)|ε̇±a (εa)

)
= 0,

∂|b±(εa)|
∂t

± ∂

∂εb

(
|b±(εb)|ε̇±b (εb)

)
= 0,

∂|a(εa)|
∂t

=
∂

∂t

∣∣∣a+(εa) + a−(εa)
∣∣∣ = ∂|b(εb)|

∂t
=

∂

∂t

∣∣∣b+(εb) + b−(εb)
∣∣∣ = 0,

ε̇±a (εa) =

∞∫
−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂x
ẋ

)
(εa, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

(
b+(εb, t) + b−(εb, t)

)
φεl(q)dεb

∣∣∣∣∣ dq
]
θ
(
±ϵ̇Σ

)
|ψεa(x)| dx,

ε̇±b (εb) =

∞∫
−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂q
q̇

)
(εb, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

(
a+(εa, t) + a−(εa, t)

)
ψεa(x)dεa

∣∣∣∣∣ dx
]
θ
(
±ϵ̇Σ

)
|φεb(q)| dq,

Φ±
a (εa, t) = Φ±

a (εa, t0)−
1

ℏ

t∫
t0

[
εa,0

ε̇±a (εa,0, t0)

ε̇±a (εa,0, t)
+

εa∫
εa,0(εa)

ε̇±a (εa, t0)

ε̇±a (εa, t)
dεa

]
dt,

Φ±
b (εb, t) = Φ±

b (εb, t0)−
1

ℏ

t∫
t0

[
εb,0

ε̇±b (εb,0, t0)

ε̇±b (εb,0, t)
+

εb∫
εb,0(εb)

ε̇±b (εb, t0)

ε̇±b (εb, t)
dεb

]
dt.

(1)

Распределение вещества «второй» (той, с которой взаимодействуют рассматриваемая частица) квантовой
частицы определяется модулями

|Ψb(q, t)| =

∣∣∣∣∣
∞∫
0

[(
b+(εb, t) + b−(εb, t)

)
φεb(q)

]
dεb

∣∣∣∣∣,
|Ψa(x, t)| =

∣∣∣∣∣
∞∫
0

[(
a+(εa, t) + a−(εa, t)

)
ψεa(x)

]
dεa

∣∣∣∣∣.
В ситуации, когда периоды колебаний волновых функций материальных полей много меньше характерных
времён изменения функций |a±| и |b±| динамику последних, в результате взаимодействия, можно заменить
динамикой их средних значений по времени большого числа колебаний.

|Ψb(q, t)| =

∣∣∣∣∣
∞∫
0

[(
b+(εb, t) + b−(εb, t)

)
φεb(q)

]
dεb

∣∣∣∣∣,
|Ψa(x, t)| =

∣∣∣∣∣
∞∫
0

[(
a+(εa, t) + a−(εa, t)

)
ψεa(x)

]
dεa

∣∣∣∣∣.
Благодаря этому можно рассматривать взаимодействие элемента вещества выбранной квантовой частицы
с каждым материальным полем второй частицы по отдельности. Это, в свою очередь, позволяет изменить
порядки интегрирования в выражениях для скоростей изменения энергии полей.

ε̇±a (εa) = θ
(
±ϵ̇Σa

) ∞∫
0

∣∣∣b+(εb, t) + b−(εb, t)
∣∣∣{ ∞∫

−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂x
ẋ

)
(εa, x, q)|φεb(q)| dq

]
|ψεa(x)| dx

}
dεb, (2)

ε̇±b (εb) = θ
(
±ϵ̇Σb

) ∞∫
0

∣∣∣a+(εa, t) + a−(εa, t)
∣∣∣{ ∞∫

−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂q
q̇

)
(εa, x, q)|ψεa(x)| dx

]
|φεb(q)| dq

}
dεb,

Введём понятия скоростей изменения энергии вещества материального поля одной из частиц при его
взаимодействии с отдельным материальным полем второй частицы в виде

ε̇±ab(εa, εb) =

∞∫
−∞

θ
(
±ϵ̇ab

)[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂x
ẋ

)
|φεb(q)| dq

]
|ψεa(x)|dx, (3)

ε̇±ba(εa, εb) =

∞∫
−∞

θ
(
±ϵ̇ba

)[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂q
q̇

)
|ψεa(x)| dx

]
|φεb(q)|dq,

где
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ϵ̇ab(εa, εb, x) =

∞∫
−∞

∂ϵa
∂t

(εa, x, q)|φεb(q)| dq,

ϵ̇ba(εa, εb, q) =

∞∫
−∞

∂ϵb
∂t

(εb, x, q)|ψεa(x)| dx.

Перепишем выражения (2) для квазистационарного случая

ε̇±a (εa) =

∞∫
0

∣∣∣b+(εb, t) + b−(εb, t)
∣∣∣ε̇±abdεb,

ε̇±b (εb) =

∞∫
0

∣∣∣a+(εa, t) + a−(εa, t)
∣∣∣ε̇±badεa,

Важным является то обстоятельство, что функции ε̇±ab и ε̇±ba не зависят от динамики взаимодействия и од-
нозначно определяются видом частиц и внешними условиями (классическими потенциальными полями).



∂

∂εa

[∣∣∣a±(εa, t)∣∣∣ ∞∫
0

(∣∣∣b+(εb, t) + b−(εb, t)
∣∣∣ε̇±ab(εa.εb)) dεb

]
= 0,

∂

∂εb

[∣∣∣b±(εb)∣∣∣ ∞∫
0

(∣∣∣a+(εa, t) + a−(εa, t)
∣∣∣ε̇±ba(εa.εb)) dεa

]
= 0,

|a(εa, t)| =
∣∣∣a+(εa, t) + a−(εa, t)

∣∣∣,
|b(εb, t)| =

∣∣∣b+(εb, t) + b−(εb, t)
∣∣∣.

Далее, чтобы не загромождать математические выражения, введём обозначения c± ≡ |a±|, d± ≡ |b±|,
c ≡ |a|, d ≡ |b|. Тогда



∂

∂εa

[
c±(εa, t)

∞∫
0

(
d(εb, t)ε̇

±
ab(εa, εb)

)
dεb

]
= 0,

∂

∂εb

[
d±(εb, t)

∞∫
0

(
c(εa, t)ε̇

±
ba(εa, εb)

)
dεa

]
= 0,

c(εa, t) =

∣∣∣∣c+(εa, t) exp iΦ+
a (εa, t) + c−(εa, t) exp iΦ

−
a (εa, t)

∣∣∣∣,
d(εb, t) =

∣∣∣∣d+(εb, t) exp iΦ+
b (εb, t) + d−(εb, t) exp iΦ

−
b (εb, t)

∣∣∣∣.

(4)

Единственным ограничением, наложенным до сих пор на систему, — условие «слабости» взаимодействия,
выражающееся в пренебрежении изменениями модулей функций разложения в течении периода колеба-
ний волновых функций. Что касается стационарности состояний взаимодействующих частиц, в смысле
стационарности распределения вещества частиц в пространстве энергии, то она формально выражается
в равенстве нулю производных модулей средних функций разложения a и b, то есть

ċ =
∂

∂t

∣∣∣∣c+(εa, t) exp iΦ+
a (εa, t) + c−(εa, t) exp iΦ

−
a (εa, t)

∣∣∣∣ ≡ 0, (5)

ḋ =
∂

∂t

∣∣∣∣d+(εb, t) exp iΦ+
b (εb, t) + d−(εb, t) exp iΦ

−
b (εb, t)

∣∣∣∣ ≡ 0.

Тривиальный случай
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
c+ = c−,

d+ = d−,

Φ+
a = Φ−

a + (2n+ 1)π,

Φ+
b = Φ−

b + (2n+ 1)π.

соответствует c ≡ d ≡ 0, то есть отсутствию у частиц механической энергии и рассматриваться не будет.
Из первого уравнения (5) имеем (для второго уравнения ситуация аналогична)

∂

∂t

(
(c+)2 + (c−)2 + c+c− cos i(Φ+

a − Φ+
a )

)
= 0.

Учитывая стационарность функций c+(ε) и c−(ε), а также наличие временных зависимостей фаз Φ+
a и

Φ−
a , в результате получим

∂

∂t

(
Φ+

a − Φ−
a

)
= 0.

Для этого в соответствии с (1) необходимо, чтобы

|ε̇+a (εa)| ≡ |ε̇−a (εa)|.

Если движение инфинитно, то ввиду отсутствия в общем пространственной симметрии волновых функций
частиц последнее условие невыполнимо. Однако для дважды вырожденного по отношению к направле-
нию скоростей индивидуальных частиц в одномерном физическом пространстве финитного движения это
требование удовлетворяеися автоматически, благодаря одинаковым значениям модулей скоростей инди-
видуальных частиц, движущихся в противоположных направлениях, в каждой точке физического про-
странства. Уравнения (4) записаны для материальных полей (обозначим направления их движения p
и n), что означает отсутствие вырождения по направлению движения. При этом скорости ε̇p−a = ε̇n+a ,
ε̇p+a = ε̇n−a , откуда для вырожденных стационарных уровней энергии имеем соотношение ε̇−a = ε̇+a = ε̇a
(c+ = c− = c/2, d+ = d− = d/2), а первые два уравнения системы (4) примут вид

c(εa) =
A

∞∫
0

(
d(εb)ε̇ab(εa, εb)

)
dεb

,

d(εb) =
B

∞∫
0

(
c(εa)ε̇ba(εa, εb)

)
dεa

,

(6)

где в соответствии с (3)

ε̇ab(εa, εb) =

∞∫
−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂x
ẋ

)
|φεb(q)| dq

]
|ψεa(x)|dx,

ε̇ba(εa, εb) =

∞∫
−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂q
q̇

)
|ψεa(x)| dx

]
|φεb(q)|dq.

Постоянные A и B определяются энергиями частиц.
Для финитного движения в уравнениях (6) интегрование по энергиям материальных полей заменим

суммированием по уровням энергии стационарных состояний5. В результате эти уравнения примут вид

ck =
A

n∑
l=0

ε̇kldl

⇒ ck =
1

akldl
=
(
akl(ckbkl)

−1
)−1

= (ckbkl)a
−1
kl ,

dl =
B

m∑
k=0

ε̇lkck

⇒ dl =
1

ckbkl
=
(
(akldl)

−1bkl

)−1

= (dlb
−1
kl )akl,

где

5верхние бесконечные пределы заменим конечнымии величинами n и m, для которых мерами вещества соответствующих
квантовых частиц можнно пренебречь
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
akl =

1

A
ε̇kl,

bkl =
1

B
ε̇lk.

Таким образом, мы получили две системы линейных алгебраических уравнений, решения которых дают
изменения энергии частиц в результате взаимодействия (собственные значения) и, следовательно, соб-
ственные значения энергии системы (при которых возможны стационарные состояния) и соответствующие
им приведённые волновые функции частиц. Действительно
c1 = (c1b11 + c2b21 + ...+ cnbn1)a

−1
11 + (c1b12 + c2b22 + ...+ cnbn2)a

−1
12 + ...+ (c1b1m + c2b2m + ...+ cnbnm)a−1

1m,

c2 = (c1b11 + c2b21 + ...+ cnbn1)a
−1
21 + (c1b12 + c2b22 + ...+ cnbn2)a

−1
22 + ...+ (c1b1m + c2b2m + ...+ cnbnm)a−1

2m,

......................................................................................................,

cn = (c1b11 + c2b21 + ...+ c1bn1)a
−1
n1 + (c1b12 + c2b22 + ...+ cnbn2)a

−1
n2 + ...+ (cnb1m + c2b2m + ...+ cnbnm)a−1

nm.

С учётом того, что что матричные элемениты akl определены с точностью до постоянной величины λ,
последние уравнения можно переписать в виде

(f11 − λ)c1 + f12c2 + ...+ f1ncn = 0,

f21c1 + (f22 − λ)c2 + ...+ f2ncn = 0,

..................................,

fn1cn + fn2c2 + ...+ (fnn − λ)cn = 0,

(7)

где6

fij = bjka
−1
ik .

Набор величин λ для каждой из квантовых частиц определяется условием существования решений систе-
мы (7) из её якобиана ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f11 − λ f12 . . . f1n

f21 f22 − λ . . . f2n

...
...
. . .

fn1 fn2 . . . fnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Соответcтвующие собственные векторы, представленные в виде суперпозиции стационарных волновых
функций невзаимодействующих частиц, определяют стационарнные приведённые волновые функции ча-
стиц в виде

ψλaλb

ab =

n∑
k=1

cλa

k ψa
k

n∑
l=1

dλb

l ψ
b
l . (8)

Что касается энергии стационарных состояний взаимодействующих частиц, то она определяется выраже-
нием

Eλaλb =

n∑
k=1

cλa

k Ea
k +

m∑
l=1

dλb

l E
b
l . (9)

Для систем, состоящих из произвольного числа нетождественных взаимодействующих частиц, система
(7) сохраняет свой вид. Изменяюся только значения коэффициентов

fpij =

N∑
q=1
q ̸=p

aqjk
(
apik
)−1

,

выражения (8) и (9) приобретают вид

ψλ1···λN

S =

N∏
q=1

(
nq∑
k=1

c
q,λq

k ψq
k

)
. (10)

Eλaλb =

N∑
q=1

(
nq∑
k=1

c
q,λq

k Eq
k

)
. (11)

Выражения (10) и (11) дают полное и точное описание состояний системы, состоящей из произвольного
числа взаимодействующих нетождественных частиц. Кроме принципиальной точности, математическая
процедура, посредством которой находится данное состояние несопоставимо менее сложная, чем тради-
ционные квантовомеханические вариационные методы (например метод Хартри).

6Для второй частицы задача решаеттся аналогично.
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