
Глава 2.2. Взаимодействующие квантовые частицы.

Продолжим изучение консервативной системы, состоящей из двух взаимодействующих квантовых ча-
стиц, — исследование было начато в предыдущей главе. Волновую функцию консервативной системы двух
квантовых частиц представим в виде

Ψ(x, q, t) = Ψ(x, t)Φ(q, t).

Функции Ψ(x, t) и Φ(q, t) имеют физический смысл волновых функций частиц, однако их невозможно
определить посредством решения волновых уравнений (причина обсуждалась в предыдущей главе). По-
скольку каждому материальному полю соответствует единственное значение механической энергии (при
этом обратное утверждение в общем случае неверно из-за существования различных направлений дви-
жения), пространственное распределение меры вещества — определяемое полем кинетической энергии —
для каждого материального поля однозначно задаётся полем классической потенциальной энергии. Сила
взаимодействия, а вместе с ней и скорость изменения энергии вещества, различаются для разных областей
материального поля. В силу полевой природы квантовых частиц фрагменты вещества, обладающие одина-
ковой энергией и движущиеся в одном направлении, мгновенно формируют пространственную структуру
материального поля. Иными словами, вещество, «пришедшее» в рассматриваемое поле, мгновенно пере-
распределяется в пространстве в соответствии с полем скоростей (а следовательно, и с полем классической
потенциальной энергии). Это предположение отражает внутреннее нелокальное свойство частицы: для та-
кого перераспределения не требуется физического перемещения материи в пространстве. Необходимость
соответствия пространственных конфигураций материальных полей полю потенциальной энергии свиде-
тельствует об их независимости от взаимодействия между квантовыми частицами. Взаимодействие лишь
перераспределяет вещество по материальным полям, тем самым влияя на полные волновые функции
частиц. С физической точки зрения несущественно, что материальные поля в каждый момент времени
формируются различными индивидуальными частицами. Это обусловлено неразличимостью индивиду-
альных частиц в квантовой сплошной среде, что, в свою очередь, вытекает из целостности квантовой
частицы. Таким образом, взаимодействие между частицами формально проявляется исключительно в ха-
рактере временных зависимостей комплексных функций разложения вещества частиц по материальным
полям1. В результате волновые функции квантовых частиц консервативной системы, состоящей из двух
взаимодействующих частиц, можно представить в виде

Ψ(x, t) =

∫
a(εa, t)ψεa(x) dεa,

Φ(q, t) =

∫
b(εb, t)φεb(x) dεb,

где |a(εa, t)|2, |b(εb, t)|2 — плотности мер вещества материальных полей в пространстве энергии. Комплекс-
ные плотности вещества в пространстве энергии, a(εa, t) и b(εb, t), при наличии взаимодействия взаимо-
связаны и однозначно определяют динамику этого взаимодействия2.

Определим сначала модули зависимостей |a(εa, t)|, |b(εb, t)|. Эти величины могут быть получены из
условия сохранения вещества квантовых частиц, выраженного в форме дифференциальных уравнений
непрерывности и уравнений классической динамики взаимодействия индивидуальных точек сплошных
сред частиц. При выводе закона эволюции состояний системы воспользуемся обоснованными выше про-
стыми физическими соображениями. Первое соображение заключается в том, что элементарными объек-
тами динамики выступают материальные поля. Индивидуальные частицы этих полей обладают одина-
ковой энергией, а сами материальные поля распределены в физическом пространстве в соответствии с
этой энергией и классическим силовым полем. Влияние взаимодействия квантовых частиц описывается
комплексными функциями разложения сплошных сред частиц по материальным полям3. Эти функции
зависят от времени. Второе соображение непосредственно вытекает из принципа наименьшего действия.
Он позволяет определить скорость передачи энергии от индивидуальной точки поля одной квантовой
частицы к индивидуальной точке поля другой частицы.

По аналогии с квадратом модуля волновой функции — плотностью меры вещества частицы в физи-
ческом пространстве — введём понятие плотности меры материальных полей в пространстве энергии.
Ей сопоставим квадрат модуля соответствующего значения комплексной функции разложения сплош-
ной среды частицы по материальным полям. Обозначим эти плотности меры: α(εa, t) ≡ |a(εa, t)|2 и

1Исходя из физического смысла, функции разложения по полям в отсутствие взаимодействия имеют гармоническую
зависимость от времени, что отражает сохранение плотности меры вещества в них. При наличии взаимодействия временные
зависимости приобретают более сложный вид.

2В результате эволюция состояний в общем случае становится нелинейной. При постоянных внешних классических полях
и отсутствии взаимодействия эти функции не связаны друг с другом и имеют гармонические временные зависимости.

3Это свойство квантовых частиц фактически предполагается и при представлении приведённой матрицы плотности в
энергетическом виде (Л.Д.Ландау, Е.М.Лифшиц «Квантовая механика. Нерелятивистская теория.»)

1

https://vk.com/doc180134817_453786182?hash=ggElU44RMYE2v7YjDUrBWwwpnaU909WUKcSlCyN5V3L


β(εb, t) ≡ |b(εb, t)|2. Поскольку мы полагаем сохранение вещества частиц, для функций α и β справедливы
уравнения непрерывности в пространстве энергии. Выведем эти уравнения. Рассмотрим материальные
поля, индивидуальные частицы которых движутся в одном направлении в физическом пространстве. Тем
самым мы снимаем вырождение по направлению движения и получаем единственное материальное поле
частицы в каждой точке пространства энергии. Такие материальные поля образуют поле в пространстве
энергии. Это определяет связь между временной зависимостью квадратов модулей функций комплексной
плотности α и β динамикой взаимодействия частиц. В силу непрерывности изменения значений энергий
полей для них справедливы уравнения непрерывности4. Принципиальное отличие уравнений непрерыв-
ности для полей в пространстве энергии и индивидуальных точек в физическом пространстве — заключа-
ется в следующем. При изменении энергии материального поля его сплошность приводит к мгновенному
формированию поля кинетической энергии индивидуальных точек (поля скоростей) во всём физическом
пространстве и, соответственно, поля плотности меры. Именно это свойство лежит в основе так назы-
ваемых нелокальных процессов в квантовой механике (типа ЭПР-парадокса). В результате для любого
значения энергии поле плотности частицы однозначно определено во всём физическом пространстве и за-
даётся полем потенциальной энергии в тот же момент времени (без какой-либо временной задержки). Это
внутреннее свойство квантовых частиц (как совокупности материальных полей) не распространяется на
пространство энергии. В нём временная зависимость энергетических плотностей мер α и β в общем случае
определяется нестационарным уравнением непрерывности. При выводе этого уравнения учтём, что изме-
нения энергии различных индивидуальных частиц одного поля в результате взаимодействия происходят
с различными скоростями5. Это обусловлено тем, что положения частиц в пространстве (определяющие
силу взаимодействия) и их скорости различны. Следовательно, частицы могут изменять свою энергию (то
есть «покидать» материальное поле) вследствие увеличения или уменьшения энергии в результате взаи-
модействия. Таким образом, мера вещества в объёме энергии dε порождается не одним потоком вещества
(как в случае с полем скорости), а двумя встречными потоками в пространстве энергии (см. рисунок).
При этом необходимо учитывать интерференционные эффекты между встречными полями. Это означа-
ет, что при вычислении плотности меры вещества в поле нужно принимать во внимание комплексные
фазовые множители, которые в общем случае различны для встречных потоков в пространстве энергии.
Данное обстоятельство требует записывать уравнения баланса вещества (определяющие плотности моду-
лей функций разложения) раздельно для потоков вещества, «движущихся» во встречных направлениях
в пространстве энергии. Для введённых выше комплексных функций распределения вещества частиц по
материальным полям имеем

α(εa, t) = α+(ε, t) + α−(ε, t)

β(εa, t) = β+(ε, t) + β−(ε, t),

где индексы +, − соответствуют знаку производной энергии индивидуальных точек материальных полей.
Обозначим Φ+(ε) меру вещества "проходящего"в единицу времени через материальное поле с энергией ε в
положительном направлении оси энергии; Φ−(ε)— в отрицательном. Тогда из предположения сохранения
вещества имеем

 

 

 

∂α+(ε, t)

∂t
dε = −Φ+(ε, t)− Φ+(ε+ dε, t),

4Такая интерпретация накладывает ограничения на возможный класс задач, поскольку предполагает усреднение по
большому числу колебаний волновой функции. Иными словами, уравнения, полученные на основе этого предположения,
справедливы для характерных времён изменения энергетических функций разложения, значительно превышающих время
колебаний волновых функций.

5Их положения в пространстве, определяющие силу взаимодействия, и скорости, определяющие перемещения и, следо-
вательно, работу, в общем случае различны.
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∂α−(ε, t)

∂t
dε = −Φ−(ε, t)− Φ−(ε+ dε, t).

Знаки потоков, входящих в объём dε, традиционнно полагаем отрицательными, выходящих из него, —
положительным. Тогда, в соответствии с рисунком потоки вещества определятся выражениями

Φ+(ε, t) = −α(ε, t)ε̇+(ε, t) = −α(ε, t)
∞∫

−∞

θ(ϵ̇Σ)ϵ̇Σ(x, t, ε)|ψε(x)|dx

Φ+(ε+ dε, t) =

(
α(ε, t) + dα(ε, t)

)
(ε̇+(ε, t) + dε̇+(ε, t)) =

(
α(ε, t) + dα(ε, t)

) ∞∫
−∞

θ(ϵ̇Σ + dϵ̇Σ)
(
ϵ̇Σ(x, t, ε) + dϵ̇Σ(x, t, ε)

)
|ψε̇+dε̇(x)|dx,

Φ−(ε, t) = α(ε, t)ε̇−(ε, t) = α(ε, t)

∞∫
−∞

θ(−ϵ̇Σ)ϵ̇Σ(x, t, ε)|ψε(x)|dx,

Φ−(ε+ dε, t) = −
(
α(ε, t) + dα(ε, t)

)
(ε̇−(ε, t) + dε̇−(ε, t)) =

= −
(
α(ε, t) + dα(ε, t)

) ∞∫
−∞

θ(−ϵ̇Σ − dϵ̇Σ)
(
ϵ̇Σ(x, t, ε) + dϵ̇Σ(x, t, ε)

)
|ψε̇+dε̇(x)|dx,

где θ(ε̇)— функция Хевисайда; ϵ̇Σ(x, t) ≡
(
dϵ/dt

)Σ
(x, t, ε)— скорость изменения энергии индивидуальной

частицы, находящейся в точке пространнства x в результате её взаимодействия со всей сплошной сре-
дой второй квантовой частицы (на что указывает индекс Σ); ε̇+(ε, t)— усреднённая скорость увеличе-
ния энергии индивидуальных частиц поля ε в процессе взаимодействия; ε̇−(ε, t)— аналогичная скорость
уменьшения энергии. Подставив выражения для потоков в уравнение непрерывности, получим

∂α+

∂t
+

∂

∂ε

(
α+ε̇+

)
= 0,

∂α−

∂t
− ∂

∂ε

(
α−ε̇−

)
= 0,

|a| = |a+ + a−|.

Аналогичное выражение имеем и для коэффициентов разложения второй частицы. Тогда

∂α±

∂t
± ∂

∂ε±a

(
α±ε̇±a

)
= 0,

∂β±

∂t
± ∂

∂ε±b

(
β±ε̇+b

)
= 0,

|a| = |a+ + a−|,
|b| = |b+ + b−|.

(1)

В системе (1) остаются неопределёнными средние величины скоростей изменения энергии вещества
(то есть всей совокупности индивидуальных частиц)ε̇+(ε) и ε̇−(ε) поля ε. Определим их для поля части-
цы a (для поля частицы b выражение будет иметь аналогичную форму). При наличии взаимодействия
в каждый момент времени поле состоит из индивидуальных точек, которые до этого принадлежали раз-
личным материальным полям — ввиду зависимости энергии взаимодействия от координат физического
пространства. Однако вследствие физической неразличимости любых элементов сплошной среды кванто-
вой частицы их предыстория не имеет никакого значения. Поэтому скорость ε̇(ε) будет равна сумме всех
скоростей изменения энергии индивидуальных точек ϵ(x(ξ), εa) поля εa6, «взвешенных» с их плотностью
меры, то есть

ε̇+a (εa, t) =

∞∫
−∞

θ(ϵ̇Σa )

(
∂ϵa
∂t

)Σ

(εa, x, t) |ψεa(x)|2dx, (2)

ε̇−a (εa, t) =

∞∫
−∞

θ(−ϵ̇Σa )

(
∂ϵa
∂t

)Σ

(εa, x, t) |ψεa(x)|2dx,

6Значения энергии индивидуальных точек материального поля одинаковы и равны энергии поля ε. Однако производная
по времени различна для разных индивидуальных частиц, поэтому энергия индивидуальных точек обозначается другой
буквой.
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ε̇+b (ε, t) =

∞∫
−∞

θ(ϵ̇Σb )

(
∂ϵb
∂t

)Σ

(εb, q, t) |φεb(q)|2 dq,

ε̇−b (ε, t) =

∞∫
−∞

θ(−ϵ̇Σb )

(
∂ϵb
∂t

)Σ

(εb, q, t) |φεb(q)|2 dq.

где θ(ϵ̇Σ)— функция Хевисайда, разделяющая потоки вещества с увеличивающейся и уменьшающей-

ся энергией;
(
∂ϵa/∂t

)Σ
(εa, x),

(
∂ϵb/∂t

)Σ
(εb, q)— локальные производные энергий индивидуальных точек

квантовых частиц a и b, находящихся в точках пространства x и q материальных полей εa и εbεa и εb со-
ответственно. Эти производные возникают в результате взаимодействия индивидуальных точек со всеми
индивидуальными точками всех материальных полей сплошной среды второй частицы. При усреднении
следует учитывать интерференцию плотностей мер материальных полей индивидуальных частиц. Поэто-
му при усреднении производных энергии индивидуальной точки рассматриваемого поля по парным взаи-
модействиям с индивидуальными частицами второй квантовой частицы плотность меры (то есть квадрат
модуль) следует брать после интегрирования по энергиям материальных полей второй частицы. С учётом
сказанного эти величины выражаются через приращения энергии в результате парных взаимодействий с
индивидуальными точками второй частицы ∂ϵa/∂t(εa, x, q) и ∂ϵb/∂t(εb, x, q) следующим образом:(

∂ϵa
∂t

)Σ

(εa, x, t) =

∞∫
−∞

∂ϵa
∂t

(εa, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

b(εb, t)φεb(q)dεb

∣∣∣∣∣
2

dq, (3)

(
∂ϵb
∂t

)Σ

(εb, q, t) =

∞∫
−∞

∂ϵb
∂t

(εb, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

a(εa, t)ψεa(x)dεa

∣∣∣∣∣
2

dx.

фукция Лагранжа системы имеет вид

L = ma
ẋ2

2
+mb

q̇2

2
− Va(x)− Vb(q)− U(x− q).

Тогда 
ma

d

dt
ẋ = −∂Va(x)

∂x
− ∂U(x− q)

∂x
,

mb
d

dt
q̇ = −∂Vb(q)

∂q
− ∂U(x− q)

∂q
,

откуда имеем 
d

dt

(
mẋ2

2

)
+
∂Va(x)

∂x
ẋ = −∂U(x, q)

∂x
ẋ,

d

dt

(
mq̇2

2

)
+
∂Vb(q)

∂q
q̇ = −∂U(x, q)

∂q
q̇,

или 
dϵa
dt

= −
∂U
(
x(ξb)− q(ξa)

)
∂x

ẋ,

dϵb
dt

= −
∂U
(
x(ξb)− q(ξa)

)
∂q

q̇.

Ввиду равенства нулю конвективной производной энергии, в представлении Эйлера окончательно получим
∂ϵa
∂t

(x, q, εa) = −
∂U
(
x− q)

∂x
ẋ(x, εa),

∂ϵb
∂t

(x, q, εb) = −
∂U
(
x− q)

∂q
q̇(q, εb).

(4)

Последовательные подстановки (10) в (3), а затем в (2) полностью определяют величинуε̇s и, следо-
вательно, уравнения системы (1)7. Волновые функции материальных полей обеих частиц в отсутствии
взаимодействия определяются выражениями

7Эти подстановки не являются просто формальной процедурой. «Усреднение» скорости изменения энергии по всем инди-
видуальным точкам материальных полей квантовых частиц при соответствующем пространственном распределении во всём
пространстве отражает природу квантовой частицы как совокупности материальных полей. При этом комплексность рас-
пределений не учитывается, поскольку время изменения энергии материальных полей предполагается значительно большим
периода колебаний их волновых функций.
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ψ(x) =
ẋM (0)

ẋM (x)
ψ0(0) exp

(
i

(
εa
ℏ

+
2π

TM
a

) x∫
0

1

ẋM (η)
dη

)
exp

2πi

TR
a

x∫
0

1

ẋr(η)
dη,

φ(q) =
q̇M (0)

q̇M (q)
φ0(0) exp

(
i

(
εb
ℏ

+
2π

TM
b

) q∫
0

1

q̇M (η)
dη

)
exp

2πi

TR
b

q∫
0

1

q̇R(η)
dη,

где верхний индекс M относится к механическому движению материального поля, R— к динамике его «по-
коя» (см. главу 3, первой части). Тогда динамика замкнутой системы двух квантовых частиц однозначно
определяется системой

∂α±

∂t
± ∂

∂εa

(
α±ε̇±a

)
= 0,

∂β±

∂t
± ∂

∂εb

(
β±ε̇±b

)
= 0,

ε̇±a (εa, t) =

∞∫
−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂x
ẋ

)
(εa, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

(
b+(εb, t) + b−(εb, t)

)
φεb(q)dεb

∣∣∣∣∣
2

dq

]
θ
(
±ϵ̇Σ

)
|ψεa(x)|2 dx,

ε̇±b (εb, t) =

∞∫
−∞

[ ∞∫
−∞

(
−∂U(x, q)

∂q
q̇

)
(εb, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

(
a+(εa, t) + a−(εa, t

)
ψεa(q)dεa

∣∣∣∣∣
2

dq

]
θ
(
±ϵ̇Σ

)
|φεb(q)|2dq.

(5)
Система (5) не содержит стохастических членов и детерминированным образом определяет простран-
ственное распределение сплошных сред взаимодействующих квантовых частиц (при наличии комплекс-
ных фазовых множителей a± B b±. Другое свойство системы — её пространственная нелокальность. Объ-
ектами динамики выступают энергетические волновые функции, то есть функции разложения вещества
квантовых частиц по материальным полям. Это означает, что изменение данных функций приводит к
изменению распределения вещества частицы одновременно во всём физическом пространстве. Таким об-
разом, уравнения (5) прямо указывают на причину «квантовой нелокальности»: квантовые частицы пред-
ставляют собой не материальные точки, а совокупности материальных полей. Строго говоря, взаимо-
действие между материальными полями различных частиц, находящихся в одном объёме пространства
(даже сколь угодно большом), никогда не прекращается. Вместо этого возникает состояние равновесия,
при котором распределения по этим полям становятся стационарными.

Обобщение динамики консервативной системы, состоящей из произвольного числа кванто-
вых частиц, представляется очевидным. Действительно, уравнения непрерывности для модулей функ-
ций разложения по материальным полям имеют идентичную форму — как между собой, так и по отно-
шению к соответствующим уравнениям для системы двух частиц. Обозначив нижним индексом номер
частицы, запишем эти уравнения для каждой из N квантовых частиц системы в виде:

∂α±
k (εk)

∂t
± ∂

∂εk

(
α±
k (εk)ε̇

±
k (εk)

)
= 0.

Различия между уравнениями сводятся к неодинаковым выражениям для скоростей полей в энергетиче-
ском пространстве:

ε̇+k (εk, t) =

∞∫
−∞

θ
(
ϵ̇Σk
)
ϵ̇Σk (εk, x)|ψεk(x)|2 dx,

ε̇−k (εk, t) =

∞∫
−∞

θ
(
−ϵ̇Σk

)
ϵ̇Σk (εk, x)|ψεk(x)|2 dx,

где с учётом аддитивности приращения энергии в результате взаимодействия со всеми материальными
полями остальных частиц локальная производная энергии индивидуальной точки, находящейся в точке

пространства x поля εi
(
∂ϵk/∂t

)Σ
(εk, xk)— определяется выражением:

(
∂ϵk
∂t

)Σ

(εk, xk) =

N∑
l=1,l ̸=k

∞∫
−∞

∂ϵkl
∂t

(εk, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

al(εl, t)ψεl(q)dεl

∣∣∣∣∣
2

dq.
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Здесь учтена аддитивность приращения энергии индивидуальной точки поля εi квантовой частицы i. По-
следняя величина может быть определена исходя из принципа наименьшего действия, то есть ∂ϵk/∂t(εl, εl, xk, xl)
определяется классической динамикой взаимодействия двух индивидуальных точек материальных полей
частиц k и l, находящихся в точках пространства xk и xl. В результате имеем:

∂ϵkl
∂t

= −
∂U
(
xk, xl

)
∂xk

ẋk.

Волновые функции материальных полей частиц системы имеют вид:

ψk,εk(x) =
ẋMk,εk(0)

ẋMk,εk(x)
ψk,εk(0) exp

(
i

(
εk
ℏ

+
2π

TM
i,εk

) x∫
0

1

ẋMk,εk(η)
dη

)
exp

2πi

TR
k,εk

x∫
0

1

ẋRk,εk(η)
dη,

где верхний индекс M относится к механическому движению материального поля, а R — к динамике его
«покоя» (см. главу 3 первой части). В результате, квантовая динамика системы произвольного числа N
взаимодействующих частиц полностью описывается уравнениями:

∂α±
k (εk)

∂t
± ∂

∂εk

(
α±
k (εk)ε̇

±
k (εk)

)
= 0,

ε̇±k (εk) =

∞∫
−∞

[
N∑
l=1
l ̸=k

∞∫
−∞

(
−∂U(xk, xl)

∂xk
ẋk

)∣∣∣∣∣
∞∫
0

(
a+l (εl, t) + a−l (εl, t)

)
ψεl(dxl)dεl

∣∣∣∣∣
2

dxl

]
θ
(
±ϵ̇Σ

)
|ψk,εk(xk)|2 dxk.

(6)
Поскольку величины ak зависят от фазовых множителей ak, система должна быть дополнена соответ-
ствующими уравнениями для определения фаз Φ±(ε, t)8, комплексных множителей разложения:

a±k (ε, t) =
√
α±
k (εk, t) exp iΦ

±
k (εk, t).

Они не могут быть определены аналогично модулям |ak(ε, t)|. В качестве основы вывода воспользуемся
положением о том, что фаза определяется функционалом действия. Действие для конкретного (в данном
случае минимального) пути по сути перестаёт быть функционалом и превращается в функцию двух пере-
менных — координат пространства и времени. При этом действие распадается на две части, которые опре-
деляют пространственное и временное распределения фазы волновой функции квантовой частицы. Фа-
зовые множители комплексных функций разложения волновых функций частиц по материальным полям
определяются временными частями функционалов действия на минимальных путях. Материальными но-
сителями временной фазы выступают материальные поля, которые в пространстве энергии играют роль,
аналогичную той, что индивидуальные частицы играют в физическом пространстве. В квантовом случае
(в силу полевой природы квантовых объектов) в отличие от классической механики фундаментальным
является не представление Лагранжа, а представление Эйлера. Таким образом, нам необходимо найти
поле фазы в пространстве энергии — а для этого определить аналогичное поле действия материальных
полей. Это поле действия определяется его плотностью. Чтобы определить эту плотность, воспользуемся
взаимно однозначным соответствием представлений Лагранжа и Эйлера и построим последние на основе
формального использования классических выражений для индивидуальных частиц.

Рассмотрим малый (чтобы можно было считать плотность вещества одинаковой в его пределах) ин-
дивидуальный объём (непрерывное множество материальных полей) Θ в пространстве энергии. В разные
моменты времени он занимает различные объёмы этого пространства ∆ε(Θ, t). Разность фаз, набегающая
за время dt между крайними материальными полями объёма, равна9:

d
(
∆Φ(Θ, t0)

)
= −α(ε) 1

ℏ

[
(ε+∆ε(Θ, t))− ε

]
dt = −α(ε)∆ε(Θ, t)

ℏ
dt,

где α(ε)— плотность меры вещества в материальном поле ε. Тогда плотность временной фазы для инди-
видуального объёма Θ в пространстве энергии равна

dϕ(ε) ≈ −α(ε) d∆Φ

∆ε(Θ, t)
= −α(ε)dt

ℏ
(7)

и зависит только от положения этого объёма в пространстве энергии — через его плотность в нём. Рас-
пределим материальные поля частицы по индивидуальным объёмам одинаковой меры вещества, непре-
рывно заполняющим пространство энергии. Для этого необходимо, чтобы произвольный малый проме-
жуток времени ∆tΘ, определяющий величину индивидуального объёма, был одинаковым для них. Тогда
в выбранный момент времени t объёмы пространства энергии, занимаемые индивидуальными объёмами,
определятся как

8Обозначение фазы совпадает с обозначением потока, однако последнее понятие не используется в рассуждениях после
формулировки уравнений непрерывности, благодаря чему никакой двусмысленности возникнуть не должно.

9Здесь учитывается аддитивность действия и сделанное выше предположение о малости индивидуального объёма
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∆ε(ε, t) = ε̇(ε, t)∆tΘ.

Выберем произвольное значение энергии ε0 и положим плотность вещества в её окрестности равной ρ0(t).
Тогда поле плотности вещества в пространстве энергии запишется в виде

α(ε, t) ≈ α0(t)
∆ε(ε0, t)

∆ε(ε, t)
= α0(t)

ε̇(ε0, t)

ε̇(ε, t)
.

Подставляя последнее выражение в (7) для плотности приращения фазы, получим:

dϕ(ε) = −α0(t)
dt

ℏ
ε̇(ε0, t)

ε̇(ε, t)
.

Интегрирование по энергии даёт поле приращения фазы для момента времени t в следующем виде:

dΦ(ε, t, t0) = −dt
ℏ

[
ε0α0(t) +

ε∫
ε0

ε̇(ε0, t)

ε̇(ε, t)
dε

]
.

Распределение фазы в пространстве энергии в произвольный момент времени задаётся выражением:

Φ(ε, t) = Φ(ε, t0)−
1

ℏ

t∫
t0

[
ε0
ε̇(ε0, t0)

ε̇(ε0, t)
+

ε∫
ε0

ε̇(ε0, t)

ε̇(ε, t)
dε

]
dt. (8)

где Φ(ε0, t0)— начальное распределение фазы поля (в момент времени t0). Выражение (8) определяет
временную зависимость плотности фазы материального поля в пространстве энергии.

Таким образом, динамика консервативной системы произвольного числа взаимодействующих кванто-
вых частиц с учётом (6) запишется в виде10:

∂α±
k (εk)

∂t
± ∂

∂εk

(
α±
k (εk)ε̇

±
k (εk)

)
= 0,

ε̇±k (εk) =

∞∫
−∞

[
N∑
l=1
l ̸=k

∞∫
−∞

(
−∂U(xk, xl)

∂xk
ẋk

)
(εk, x, q)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

(
a+l (εl, t) + a−l (εl, t)

)
ψεl(q)dεl

∣∣∣∣∣
2

dq

]
θ
(
±ϵ̇Σ

)
|ψk,εk(xk)|2 dxk,

Φ±
k (εk, t) = Φ±

k (εk, t0)−
1

ℏ

t∫
t0

[
εk,0

ε̇±k (εk,0, t0)

ε̇±k (εk,0, t)
+

ε∫
ε0

ε̇±k (εk,0, t)

ε̇k
±
k (ε, t)

dεk

]
dt.

(9)
Очевидно, что динамика (9) нелокальна в физическом пространстве благодаря природе её объектов —

материальных полей. Функция координат квантовой частицы и времени

Ψk(x, t) =

∫ (
a+k (εk, t) + a−k (εk, t)

)
ψk,εk(x) dεk, (10)

однозначно определяет пространственное распределение вещества частицы, являющейся неконсерватив-
ной квантовой системой (то есть взаимодействующей с другими квантовыми частицами).

Чтобы определить пространственное распределение вещества частиц системы в произвольный момент
времени (то есть функции Ψk(x, t)), кроме внешних условий (полей потенциальной энергии), формирую-
щих волновые функции материальных полей, в общем случае необходимо знать начальные комплексные
распределения вещества квантовых частиц по материальным полям. Однако существуют специфические
процессы «измерения», позволяющие сформировать конечные состояния квантовых частиц при отсут-
ствии этой последней информации. При этом они не выходят за рамки уже рассмотренной динамики, а
представляют собой лишь предельные случаи взаимодействия квантовых объектов.

10Как уже указывалось выше, универсальность подхода ограничена задачами, в которых характерные времена изменения
энергии частиц в результате взаимодействия значительно превышают периоды колебаний волновых функций частиц. В
противном случае уравнения непрерывности следует записывать не для модулей, а для комплексных функций разложения.

7


